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Chapitre I :

Calcul de primitives (niveau 1)

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les technique de calcul de primitives des fonctions usuelles. Ces calculs
ne nécessiteront pas de techniques “évoluées”’, c’est a dire la décomposition en éléments simples, l'intégration
par parties ou le changement de variables, que nous verrons dans un deuxiéme temps.

Le calcul de primitives est utilisé pour résoudre des équations différentielles.
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Exercice 1

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes sur un intervalle bien choisi :

fi(z) = ' folw) =32~ 41 fy(x) = sin(2z)
3

folw) = cos (32+5)  fs(a) = In(5a) folw) =

x+2

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes sur un intervalle bien choisi :

1
filz) =V f2($)—r\/5
fi(@) =Vbz  f5(x) =37 fo(z) =




Pagora 1ere année 1. Primitives Niveau 1

Elements de corrections '

(Correction Ex 1]

1
1. I =R et les primitives sur I sont les fonctions = — 1641 +CouCeR
. . 3 5 -'173 .
2. I =R et les primitives sur I sont les fonctions = +— 5x 1 +z+CouCeR

1
3. I =R et les primitives sur I sont les fonctions x — —3 cos(2z) + Cou C € R

1
4. I =R et les primitives sur I sont les fonctions x — 3 sin (Sx + g) +CouCeR

5. I = R et les primitives sur I sont les fonctions x — zln(5z) —z + C oit C € R

6. I =] — 2;+00] et les primitives sur I sont les fonctions = — 3in(|z +2|) + C ou C € R

(Correction Ex 2)

2 .
1. I =R" et les primitives sur I sont les fonctions x — gx% +CouCeR

2. I = R"™ et les primitives sur I sont les fonctions z 2277 +CouCeR

-1
3. I =] — 3;+o0[ et les primitives sur I sont les fonctions 2 — ———= +C ou C € R
2(x +3)2

\/gx%-l—CoﬂCeR

In(3)

1 3
6. I =] — —;4o0[ et les primitives sur I sont les fonctions x — 5ln(|x + §|) +CouCeR

4. I =R™ et les primitives sur I sont les fonctions = —

5. I =R et les primitives sur I sont les fonctions = +— +CouCeR




Chapitre 1I :

Equations différentielles linéaires (partie 1)

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les techniques élémentaires de résolution des équations différentielles,
Pobjectif étant que vous puissiez étre a l’aise immédiatement dans les autres de premiére année (chimie, élec-
trotechnique, ... ) Dans un premier temps, ces calculs ne nécessiteront pas de techniques “évoluées”, comme le
recollement de solutions ou la mise sous forme matricielle. Nous verrons ces techniques & la fin du semestre.

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation de la forme
y'(z) +a(z)y(z) =b(z)  (EC)

ol a et b sont des fonctions continues sur un intervalle I. On la note (EC) comme “équation compléte”.
e On appelle équation homogéne associée a (EC) ’équation notée (EH) définie par

y'(2) +aa)y(e) =0 (EH)

e la fonction b est appelée second membre de l’équation (EC).

e Pour résoudre une telle équation, on doit ajouter toutes les solutions de (EFH) + une solution particuliére
de (EC).

e Toutes les solutions de (EH) sont de la forme Ce
de a sur I.

e Pour chercher une solution particuliére y, de (EC), on peut chercher une solution évidente ou utiliser
la variation de la constante : on cherche la sp sous la forme y,(z) = K(z)e™ 4@ o K(z) est a
déterminer en remplacant y, dans I’équation (EC).

e on peut utiliser pour trouver y, le principe de superposition

Exercice 3

Equations du premier ordre
Résoudre les équations différentielles suivantes :

—A®) avec C constante réelle, ot A est une primitive

1Ly +2y=a>—22+3 4. y/—g:mQSur]O,-i-oo[;
T

2. y' — 2y = cos(z) + 2sin(z) sur R; 9

5.y — Tu= t2 sur ]0, +oo|.

! _ .
3.y +y71 p sur R;
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Equations du second ordre a coefficients constants
Résoudre les équations différentielles suivantes :

Loy —dy' +3y = (2w + 1)e";

2.y =2y +y= (2" + 1)’ +

3.y — 4y + 3y = 2" + ze*” cosx;

4. y" —2y' + by = —4dxe " cos(x) + Te " sinx — 4e” sin(2x) ;

On cherche a résoudre 1’équation ' + 3zy = 62 + 3, on a demandé son aide & ChatGPT, comme en témoignent
les captures d’écran ci apres.

1. Le résultat final proposé est il correct ?

2. Tenter de faire les calculs par vous méme.
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résout I'équation $y'+3xy=06x"2+3%

L'équation différentielle donnée est :
y + 3zy = 6z + 3
C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre de la forme standard :
y' +p(z)y = q(z)
ot p(x) = 3z et g(z) = 6z% + 3.
La méthode de résolution consiste & utiliser un facteur intégrant. Le facteur intégrant ju(x) est donné par :
p(z) = el PP

Calculons ce facteur intégrant. Comme p(z) = 3z, ona:

" . :2
plz) = el 4 = ¢'F

Ensuite, on multiplie toute I'équation par ce facteur intégrant :

(]

Ba” A
3

2 5 ar? 9 A
e?y +3ze?y= (62" +3)e:

Le membre de gauche de cette équation est la dérivée de e 2y par rapporta x :

d 3.2 22
— (eaTy) = (6z* + 3)817
dx

En intégrant les deux c&tés par rapport & &, on obtie, v
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Pour résoudre cette intégrale, on décompose (B.’sz + 3) en deux parties :

- f PR 322
f(6$2+3}€% dz = fﬁiﬂze% r:rf:z:-}—./3eqT dax

3z’
2
s'intégre directement, et le second terme aussi. En effectuant les intégrations, on trouve finalement :

Utilisons la substitution & =

, ce qui donne du = 3x dx, pour résoudre ces intégrales. Le premier terme

22

31‘2
ezy=2e7 +C

ot C est une constante d'intégration. En divisant par € 2, on obtient :

2
ra

20
y=24Ce

Ainsi, la solution générale de I'équation différentielle est :
322

y=24Ce T

ot C est une constante arbitraire déterminée par les conditions initiales.
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Elements de corrections '

(Correction Ex 3)

2
1. Les solutions sont de la forme y(z) = e™* + % - gx + g, AeR.

2. la SGH est y(z) = Ke**, on peut chercher la SPC sous la méme forme que le second membre, ie
4
Acos(z) + Bsin(z). On trouve y,(z) = fgcos(x) - gsm(x)

3. Les solutions de I’équation homogeéne sont de la forme y,(x) = ke™". Ensuite, on cherche une solution
6(17

particuliére sous la forme y,(z) = K(z)e . Ce qui donne K'(z)e™ = e et donc K'(z) = T e
Une solution particuliére est y,(z) = In(e® + 1)e™*. Les solutions générales sont de la forme y(z) =
ke™® +1In(e” + 1)e™ "
3
4. Les solutions générales sont les fonctions = — kx + %

5. Les solutions de I’équation homogene sont de la forme y,(t) = kt?. Ensuite, il suffit de voir que t — ¢3
est une solution particuliére. Les solutions générales sont ¢ — t3 4 kt2.

(Correction Ex 4)

1. Ici 1 est racine simple de ’équation caractéristique. On cherche donc une solution particuliére de la forme
Q(z)e™® ot Q est un polynome de degré inférieur ou égal a 2 : Q(z) = ax? + bz + c. Par identification
on trouve a = —i,b = —1 et ¢ = 0. Les solutions générales de ’équation avec second membre sont

22
T —(3 +x)e” + kie” + koe®”.

2. L’équation caractéristique X2 — 2X + 1 = 0 admet 1 comme racine double. Les solutions de I'équation
homogene sont de la forme (Az+ B)e®. On cherche ensuite une solution particuliére de I’équation générale
en utilisant le principe de superposition des solutions. Enfin, les solutions générales de I’équation de départ

4 LL’Q

€z T 1 3z
sont x (12 + 5 + Az + B)e” + 1€
3. Utiliser le principe de superposition : chercher une solution « particuliére » de y” — 4y’ + 3y = x%e® puis
une solution « particuliére » de y” — 4y’ + 3y = 2e®**)% et en prendre la partie réelle.
En effet 2 + ¢ n’est pas solution de I’équation caractéristique donc on cherche une solution sous la forme
yp(x) = (az 4 0)e®T)*, On a alors yy(x) = a7 4 (2 4 i) (azx + b)ePTIT = qePTIT 4 (2 4 i)y, (2)
1

et y'(z) = a(2+ 1) + (2 + i)y, (x) = 2a(2 + )ePTD* + (3 + 4i)y,(z). On alors y)| — 4y}, + 3y, =
2a(2 4 1)ePTT 1 (3 + 4i)y, — 4ae®TVT — 4(2 + i)y, + 3y, = 2aic*TVT — 2y,

En injectant dans l’équation, on a : (—2az + 2ai — 2b)e(2+i)w = 2e®*)? Ceci implique que —2a = 1 et
2ai —2b=10. Dot a = —3 et b= —%. Une solution particuliére est donc y,(z) = (—im - %)e(“i)w

1 ) 1 1 )
eQw(fiw - %)(Cos(:v) +isin(z) = eQw(fix cos(z) + 5 sin(z) — %(m sin(z) + cos(x))). En prenant la par-

tie réelle on déduit une solution particuliére de 'équation y” — 4y’ + 3y = ze®*? qui est y,(z) =

T 1 . 2z
(—5 cos(x) + 5 sin(z))e=*.

Les solutions générales de I’équation de départ sont

T —(lx?’ + 1m2 + lx)ew + (—f cos(z) + lsin(x))ezg’ + k1e® + kpe®
6 4 4 2 2
4. L’équation caractéristique X2 —2X + 5 admet pour racines 1+ 2i et 1 — 2i. Ensuite, on utilise le principe
de superposition. Les deux premiers termes peuvent étre traités ensemble comme ils ont comme facteur
commun e®. On résout donc y” — 2y + 5y = —4e ™" cos(x) + Te~ % sin(z) puis y” — 2y + by = —4e1+20®
et on prend la partie imaginaire.
Concernant la premiére équation, on cherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = e~ *(a cos(z)+
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bsin(z)). On a alors y,(x) = —y,(x) + e~ (—asin(z) + beos(x)) et y, (x) = —2e~*(—asin(x) + beos(z))
(aprés simplifications).
Dot y"” — 2y’ + 5y = e * ((7Ta — 4b) cos(x) + (4a + 7b) sin(x)) par identification on a 7a — 4b = —4 et
4a + 7b = 7. En résolvant ce systéme d’équations, on trouve a = 0 et b = 1. Une solution particuliére de
y" — 2y + 5y = —4e " cos(x) + Te " sin(x) est x> e~ " sin(x).
Maintenant 1 + 2i est solution de I’équation caractéristique donc on cherche une solution particuliére de
y" — 2y + 5y = —4e1 2T sous la forme y,(z) = (ax + b)e* T2,
On a alors y)(z) = ae" 297 + (1 + 2i)(az + b)e' 7207 = qe"2)7 4 (1 + 2i)y, () et y"(z) = a(l +
20)e1 207 4 (14-2i)y) () = 2a(1+2i)e" 297+ (—3+4i)y, (x). Ensuite, y” — 2y +5y = 2a(1+2i)e 207 4
(=3 + 4i)y, () — 2029 — 2(1 4 2i)y, (x) + 5y (x) = 4aieT?)7, On a donc 4aie1+2)® = —4e(1+20e
ceci implique a = i. Donc y,(z) = iz4e29% = g% (i cos(z) — sin(z). En prenant la partie imaginaire,
on trouve la solution particuliere de y” — 2y’ + 5y = —4e” sin(2x) qui est y,(z) = xe” cos(2x)

Les solutions générales sont  — (k1 cos(2x) + ko sin(2z))e”. Finalement, les solutions générales sont :

x +— xcos(2z)e” + sin(x)e™ + (k1 cos(2x) + ko sin(2x))e”

(Correction Ex 5)

1. Non, il suffit de remplacer dans (EC).

2. On ne trouve pas de solution particuliére évidente, la variation de la constante ne fonctionne pas...



Chapitre 111 :

Nombres complexes |

Les nombres complexes sont un outil essentiel dans de nombreuses sciences appliquées (électronique, ..)
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Complétez le tableau :

Angle 6 0 % g g s
cos(0)
sin(6)

Donner la forme exponentielle des nombres complexes ci-dessous :

1.z =vV3—i 6. Zﬁ:—(j2_1)2 01‘1j:e2iT7r
2. 2 = (1+V3i)(1—i) 30 +1)? , ,
N2 on commencera par rappeler les propriétés de j.
N R crIeera Par Tappeler s proprictes ¢
(141iv3)* 7 e AU
4. z4=e%r +e% (]+1)(]2_1)2

5. z5 =14 cosf —isiné pour § € [0, 27| 8. 23 = 2sin?(#) + isin(26) pour 0 € [0, 27|
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Exercice 8

On a demandé & ChatGPT son aide pour traiter zg dans l'exercice précédent. Qu’en pensez vous?

¢ 3.23 =2 sinz(f?) + i sin(20)
Utilisons lidentité sin®(6) = Jmf;'lm donc
2sin’(A) = 1 — cos(26)
Donc :
23 = 1 — cos(28) + isin(28) = 1 + (— cos(26) + isin(26)) = 1 4 "+

Lo . {
tar —cosa + isine = N T

Donc :

25 =1 )

Exercice 9

J

Donner la partie réelle et la partie imaginaire de : (j est défini précédemment)
1. a:1+j7+j17+j19+j24

2. b=14+2t—3+3t*— 2> —t'2 + !5 avec t = —i

Soient 2 nombres complexes z et 2’ .

sl-
=l

1. Montrez que :
2012 + |Z7) = |2 + 2/ + |z = 2|2

2. Cette identité s’appelle I'identité du parallélogramme. Pourquoi ?

Exercice 11

Soient a, b, ¢ 3 complexes tq |a| = |b| = |¢| = 1, avec a # ¢, b # ¢ Montrer que :
c—b 1 b
A = —Arg(—
rg(—_)=54rg(-) (m)

Interprétez cette égalité géométriquement.
Exercice 12

Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22=3—4i 5 27(z—1)°+ (z+1)° =0
2. 2% = —15+8i

3. 24+ = (5-1)z+2-2i=0 6. (2—2)0+(2—2)%4+1=0
4. 28 = —i

Exercice 13

Soit n € N, avec n > 1.

1= 1. On note zp = 1 et 21, ..., 2, les racines obtenues.

1. Résoudre 2"

2. Montrer que si k € {1,...,n}, 1 +2x + 28 + 2} +---+2p = 0.
3. En déduire les racines de 1 + X + X2 4 -+ X™.
4

. Résoudre 1 — 22 +2* + .- + (—1)”32” =0.
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. Exprimer cos (4z) en fonction de cosz et sin x.

4

1
2. Exprimer cos® z en fonction de sinus et cosinus d’angles multiples de z (on dit qu’on linéarise cos*(z))
3

. Exprimer cos (8z) et sin (7z) en fonction de cosz et sinx.

e

4. Exprimer sin” z, cos®(z) sin?(z), cos®(x) en fonction de sinus et cosinus d’angles multiples de x.

En optique, ’étude du phénoméne de diffraction dans les réseaux fait intervenir la somme :

2masin(6)
A

2m2asin(6)
A

27 (n — 1)asin(6)

s$(M) = cos(wt) + cos(wt — ) + cos(wt — )+ ... + cos(wt — )

Dans cette somme, 6, a et A\(# 0) sont des réels. On note s(M) la représentation complexe de s(M). Calculer

I’éclairement au point M, donné par : E(M) = |s(M)|*.

2 4
Le but de I’exercice est de donner les valeurs exactes de cos (%), cos (;) et cos <57r) ainsi que celles des

sinus correspondants.
1. On pose P(z) = z° — 1. Donner les 5 racines de P et les représenter (approximativement) sur le cercle
unité.
2. Factoriser P sous la forme P(z) = (z —1)Q(z) ot @ est un polynome de degré 4 et vérifier que Q(0) # 0.
1
3. On pose u = z + —, montrer qu’on peut écrire Q(z) = z2R(u) ot R est un polynéme de degré 2.
z
4. Déterminer les racines de R, en déduire une factorisation de @ en deux polynomes de degré 2 a coefficients
réels (en la variable z).
5. Terminer la factorisation de Q).

6. En déduire les relations cherchées.
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Elements de corrections '

(Correction Ex 6)

cherchez dans vos cours....
(Correction Ex 7)

x - 4 0 . (=
21 =278 2y = 2V/2e' T2 2y = 2008(115)61%,25 = 2008(5)6_1%,2‘6 = 3,25 = 2¢"3 "D sin(p)

(Correction Ex Sj

Ce n’est pas la forme demandée, et il y a par ailleurs une grossiére erreur de formule de calcul...
(Correction Ex 9)

IEVE]
la==+i—
a 2—|—z2
2. b=3vV2—-1+i(—V?2)

(Correction Ex 10)

1. Mettre z et 2’ sous la forme cartésienne a + ib.

2. La somme des carrés des longueurs des quatre cotés d’un parallélogramme est égale & la somme des carrés
des longueurs de ses deux diagonales.

(Correction Ex 11)

Notons a = e'% ..
c—b ewc . eieb eiw ei@ . efiw eiﬁc-gﬁb 228271(9 291;)
c—a eife —¢iba el»i@cg@; 6279659“ e 2isin(%e50)
2isin (=52
Or Pargument de (9 30 ) est 0 modulo 7...
isin(Fe5-
2
(Correction Ex 12)
L z2=2—14,-2+1 L+ i(Zkzy
: ) 5 z= 1,ouzk:\/§e cT5) sike{0,..5}
2. z=1+44i,—1—4i Pk~
3. A=-2 6. 2 = 2+ FTH) ou 2 = 2 4 £(FTHHT) 5
4. lire le cours k €0,...2}.
(Correction Ex 13)
1. C’est le cours.
1 _ n+1
2. 1—|—zk+z,3—|—z2+~-~+z}::17k—0 (car 2z # 1)
—

3. cf question précédente
4. Poser X = —2°
(Correction Ex 14)

1. cos(4x) = 8cos (x) — 8cos*(x) + 1

)
1 1
2. cos’(z) = = + fcos(2x) gcos(4x)
3. cos(8 ) = 128005 (2)—256c05° () +160cos (z)—32cos? (z)+1 et sin(Tz) = sin(z)(64cos® (x)—80cos (z)+
24cos?(x) — 1)
35 21 7 1
4. 7 20 s L — i
e sin'(x) = sm(x) 1 sin(3x) + 1 sin(bx) ol sin(Tx)
3 R— PR — R — R—
o cos?(x)sin’ ( ) = 64605(:0) 64005(3:17) 64cos(5x) 64005(7:17)
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5 5 1
5 -2 —_ _
e cos’(z) = 8cos(x)—|— 16003(33:) + 16608(5x)

(Correction Ex 15)

Agin? ( nmasin(6) )
2 _ A
|M| - . 2(7rasin(9))
A

s

(Correction Ex 16)

1. les racines s’écrivent sous la forme ei%ﬂ, k=0.4
2. 2 —1=(-1DE"+22+22+24+1),Q()=1#0.

1 1 1 1
3. Q) =22 4241+ -4+ = =P+ 5+2)-1+24+ - =u?>—1+u, donc Q(2) = 2°R(u), avec
22 z 22 22 z T/
—— R(u)
=u?

R(u)=v*+u—1
S G B
1 21 } 2 |
Donc Q(z):zz(z—&—;—ua)(z—i—;—ub)=(z2—|—1—uaz)(22—|—l—ubz)

4. Les racines de R sont u, = Up

5. On résout (2% 4+ 1 —ugz) = 0 et (22 + 1 — upz) = 0 pour trouver toutes les racines de Q.
Le discriminant de (2% + 1 — uq2) = 0 est u? — 4, qui est négatif, on trouve 2 racines (conjuguées)

Ug + 14/4 — u2 ot L — /4 —u2
2 2

. Ce qui donne en simplifiant
—1+ 5+ 2iy /35

_1_‘_\/5_2@'1/%
zZ1 = et z9 =

4 4

En raisonnant de méme sur ’équation (22 + 1 — up2) = 0, on trouve 2 autres racines

—1— V5 42iy/255 15— 2iy /35
- 4

et z4 = 4

<3

Donc Q(z) = (z — 1)(z — 21)(2 — 22)(2 — 23)(2 — 24).
6. Il suffit d’identifier les parties réelles et imaginaires des racines trouvées a la question 1 et a la question
précédente (s’aider du signe en cas de doute)

v S4B om 228 26+ E)
cos(?) =—0 et sm(g) = 1 1

dr. —1—-+6 _ Arx 2\/% \/2(5—\/5)
cos(?) =—0 et sm(?) = ) 1



Chapitre 1V :

Polynoémes et fractions rationnelles

Les polynomes et fractions rationnelles sont des objets apparaissant fréquemment en sciences, que ce soit
dans les équations différentielles ou les fonctions de transfert.
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Pour chacun des polynémes suivants, donner son coefficient dominant ainsi que son degré.

Py=1+V3X —2X? P=X"4+4X%+(1-1)X?
Py =3X(1+ X% +2X* -1 Py=(i+X)(1+3X?-iX)
4
Py=> (kl+1)x* Ps = (3X — 7X2 + 4)
k=1

Po=[X(X+D)(X +2)(X +3)(X +4)] Pr=(1—-X")(1+X)?+ X"+,

Déterminer I'ordre de multiplicité de la racine 1 du polyndéme

A(X) = X5 —5X* 4 14X3 — 22X2 + 17X — 5.

Soit P € R[X].
1. Soit « une racine de P. Démontrer que & est aussi une racine de P.

2. Comparer 'ordre de multiplicité de @ et de a.

On doit résoudre le probléme suivant : Trouver trois polyndéme Pj, P, et P3 vérifiant :
e Leurs coefficients sont entiers.

Ils sont de degré 2

P, et P; ont des racines rationnelles

Ps=P—P

Expliquer comment trouver P; et P, respectant les 3 premiéres conditions

W o=

Voici, aprés de nombreux essais, la réponse finale de ChatGPT :

[ Bonne solution respectant toutes les contraintes données :
» Coefficients entiers
» Tous de degré 2
¢ Py et P; ont racines rationnelles

s BB=PF-P

A(X)=X*4+2X+2
P(X)=X*4+5X +6
Py(X)=P,— P =3X+4 A® mais degrél

- Il est impossible d'avoir les trois de degré 2, avec P: et Ps a racines rationnelles et P; = P2 —

on accepte que P, ait des racines irrationnelles.

n > 0.

Si on choisit P; et P, au hasard, la derniére condition sera -t-elle automatiquement vraie ?

P4, sauf si

Souhaitez-vous qu’on impose plutét que tous trois soient irréductibles ou tous aient racines rationnelles ?

A t-il raison ? Si non, proposer une solution.

Factoriser dans R[X] et C[X] les polynomes suivants :

Qo=X%+1, Q1 =X%-3X —4, Q2= X?—-2X+2, Q3 =X3-8.
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Soit P(X) = X* —4X3 +4X% + X — 2.
1. Déterminer deux racines évidentes a et b de P.
2. Effectuer la division euclidienne de P par (X —a)(X —b).

3. En déduire toutes les racines de P.

Vérifier que i est racine du polynome

P(X)=X*-5X*+7X?-5X +6.
En déduire la factorisation de P sur C.

Décomposer en produits d’irréductibles de R[X] les polynomes suivants :

1. X* 41 2.Xx%-1 3. (X2-X+1)>2+1

Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de
1. X*+5X%+12X% + 19X — 7 par X? +3X — 1;
2. X' —4X3 - 9X% 4+ 27X + 38 par X? - X —7;
3. X5 — X%+ 2vpar X2+1.

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1 ; 2 X?
XX T X D)X —2)(X —3)

Décomposer sur R les fractions rationnelles suivantes :

X2 42X +5 X2 43X +1 3 1

L Y sxye P xopx—y Y oxioa
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Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

2X2+1 X3+1

L xeoe X 1P

Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle suivante :

X*+1
(X +1)2(X2+1)
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Elements de corrections '

(Correction Ex 17)

Pour Py, degré 2, coef dominant -2.
Pour Py, degré 8, coef dominant 4.
Pour P, degré 3, coef dominant 5.
Pour P;, degré 3, coef dominant 3.
Pour Py, degré 4, coef dominant 25.
Pour P;, degré 1, coef dominant -14.

e Pour P, degré 4, coef dominant 5

e Pour P, degré n+ 1, coef dominant -2 sin > 2,
si n=1, deg(P;) = 2 et le coef dominant est -1,
sin =0, deg(P7) =2 et le coef dominant est 1.

(Correction Ex 18)
Multiplicité 3.
(Correction Ex 19]

(Correction Ex 20)

1. Choisir d’abord les racines, en déduire le polynome
2. Non....

3. Le chatbot se trompe, bien sur... Penser & proposer P, ayant un lien avec Pj.

(Correction Ex 21)

e Qo =(X+i)(X—1)
¢ Q1 =X+1)(X-4)

_ _ 2
e on trouve A = —4, donc .... * Q3= (X —2)(X" +2X +4) dans R[X].

(Correction Ex 22)

1. tester 1,-1, 2, -2...

2. le quotient de la division est X% — X — 1

3. les racines manquantes sont donc celles de X2 — X — 1
(Correction Ex 23)

Chercher une deuxiéme racine grace a l’exercice 3.
(Correction Ex 24)

L P=(X*+XV2+1)(X*-XV2+1)
2. P = (X-1)(X+1)(X2+1) (X4 XV2+1) (X% - ((X2=X41)—i)((X?=X+1)+4i)... Reste a trou-
XV2+ 1) ver toutes les racines, penser a ’exercice 3. on

2 2 2 2
3. a*+b? = (a+ib)(a—ib) donc on peut écrire P = trouve (X°—X+1)"+1 = (X" +1)(X"-2X+2)

(Correction Ex 25)

1. quotient = (z® + 2X + 7), reste nul
2. quotient = 22 — 3z — 5, reste = + 3 3. quotient = x3 — x — 1, reste x + 3

(Correction Ex 26)
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-1 1 1 27 ] 1
1L — 2 -2 2. 14 —2_ - z
x +:1:—1+:L‘+1 +36—3 x—2+x—1
(Correction Ex 27)
5z + 3
1. 1+ ——— ... puis finir.
+x273x+2 puis finir L L L
5 11 5 10 3. 4 _4 22
T2 (@-12 z-1 z—1 x+1 2241
(Correction Ex 28)
3 1 3 1
g 7 2 5 3 3 2
1 4 2 L4 2. 1+ + + ,
(x—1)2+x—1+(x+1)2 x+1 (x—1) (z—1)2 (x—1)3

(Correction Ex 29)
1 1 x
(x+1)2 z+1 22+1

1+



Chapitre V :

Algébre linéaire : Matrices, espaces vectoriels,

1. Calculer les produits de matrices indiqués, lorsqu’ils sont définis.

(a) 1 23 -21 1
Y \o-12)\ o1 (© [2](123)
3
1-1 1
(b) (0 2) (3 2) (d) (123) (2)
10
2 1 3
2. Soient deux matrices,
10 01
()0 (3)
Calculer les matrices :

AB, BA, A%, B%, A> - B% (A+ B)(A— B), A + B> + 2AB, (A + B)>.
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1. Traduire les équations suivantes en systéme d’équations :

2 1 -1 10

(@) z[1])+2y| 0 | +2| 4 | =1 8
3 -2 3 -15

12-1
(b) (zyz).[-302 | =(7110)
320

12-1 x 7

(c) |-302 |.[y]=|11
320 z 0

r+y+2z=5
2. Ecrire le systeme ¢ x —y — 2 =1 sous forme matricielle.
r+z=3
Résoudre les systémes suivants :
r+y+22=5 20 +y—2z=4 20 +4y— 42+t =0
1. {e—y—2=1 2. ¢z +2y+22=1 3x+6y+z2—2t=-7
r+z=3 3r+3y=>5 —xrx4+y+224+3t=4
r+y—4z4+t=2
-1 1 1
Soit A = 1—-1 1|.Montrer que A% = 2I3 — A, en déduire que A est inversible et calculer A™L.

1 1-1

Calculer les déterminants suivants et factoriser quand c’est possible :

o5l 131 [t00 103 [123 0a0 l+a a
‘36, 0-14|, 320, [204|, |456/, |00b], b 1+b b
005 [to-2] [3-11] [789 c00 c ¢ l+ec

Calculer les inverses des matrices suivantes :
1 01 1-21
@ _D : 0-11], 111
1-21 1-22

On cherche & résoudre a ’aide de ChatGPT le systéme suivant :

rT+y+2==06
r+2y—z=2
—2rx4+y—2z=-3

Montrer que le résultat final proposé est faux, trouver ’erreur dans les calculs du chatbot :
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1er Systéme :
z+y+z==06
z+2y—=z=2

Mise sous forme matricielle :

11 1 . 6
A=[1 2 -1 x=|y|, B=|[2
2 1 -1 z 3

MNous résolvons AX = B en calculant X = A7 'B.

Calcul de 4!

MNous devons d'abord déterminer si A est inversible en calculant son déterminant :

1 1 1
det{d)=|1 1
2 1 1
Développement selon la premiére ligne :
2 1 1 1 1 2
oy =1f a2

= 1(2 % (1) = (~1) x 1) = 1(1 % (~1) = (~2) x (~1)) + 1(1 x 1 — (~2) x 2)
=1(-2+1)-1(-1-2)+1(1 + 4)
= 1(~1) — 1(—3) + 1(5)
==1+34+5=7#0
puisque det(A) # 0, A est inversible, donc nous pouvons calculer A~! et en déduire X.
Calculde X = A'B
MNous pouvons effectuer ces calculs directement, mais pour aller plus vite, utilisons un calculateur :

1 -1 -1
Al=[1 2 1

=]
o
o]

Il

b,

e/

Il
U
..mwl—'
L\JHl—t
wt\b:ﬂ‘:—

Effectuons le produit matriciel :
(1% 6)+ (=1 %2)4(-1x —3)

X = (1x6)+(2x2)+(1x-3)
(3% 6)+(—3x2)+(-2x-3)

6—-2+3 T
=|6+4-3 | =| T
18 -~ 6+ 6 18

Dong, la solution du premier systéme est :
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Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R? en tant que R espace vectoriel :

Alz{(x’yao) : .’E,yER}, A2:{(m’y)z)€R3 : $+y+Z=0}7
Az ={(x,9,2) €R’ s w+y+2=1}, As={(2,y,2) R’ : 2 +¢* =27},
As = {(z,y,2) € R® : 3z =2y + 52},

Indiquer si les familles suivantes de R?® sont libres et /ou génératrices. Lesquelles sont des bases de R3?
. ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)),

2. ((1,1,1),(0,0,0)),

3. ((1,1,1),(1,2,1),(0,1,0)),

4. ((1,0,1),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)).

Montrer que les vecteurs u; = (0,1,1), uz = (1,0,1) et ug = (1,1,0) forment une base de R3. Trouver dans
cette base les coordonnées du vecteur u = (1,1,1).

Dans R* on considere F = {(171,.'172,1‘3,.’174) € R4;x1 + a0+ a3+ 34 = 0}. L’ensemble F' est-il un sous-espace

—

vectoriel de R~*? Si oui, en donner une base et déduire sa dimension.
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Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R? définis par :

F={(z,y,2) €R3 2 —2y+2 =0}
G={(z,y,2) € R% 2z —y + 22 =0}.

1. Donner une base de F', une base de GG, en déduire leur dimension respective.
2. Donner une base de F'N G, et donner sa dimension.

3. Montrer que la famille constituée des vecteurs de la base de F' trouvée en 1 et des vecteurs de la base de
G trouvée en 2 est une famille génératrice de R*. Est-elle libre ?

Soient F un R espace vectoriel de dimension 3 et B = (eq, €2, e3) une base de E. On considére les trois vecteurs
suivants :
el =e1+eates; eh=e+ey et s =2e;
1. Montrer que B’ = (€}, e}, €4) une base de E.
2. Déterminer les composantes du vecteur u = 2¢| — €}, + e3 dans la base B.

3. Déterminer les composantes du vecteur v = 1le; + e; + 3e3 dans la base B'.

Soient E un R espace vectoriel de dimension 3, B = (e1,eq,e3) une base de E et f 'endomorphisme de F
(c’est-a-dire Papplication linéaire de E dans E) défini par :

f(el) = 2e; + e9 — e3, f(eg) =e1+2ey et f(€3) =e] — €3 — €3
On considére les trois vecteurs suivants :
el =e1 +2e3+3e3; eh=e1 +e et ef =ea+e3

1. Montrer que B’ = (e}, €5, €5) une base de F.

2. Déterminer les images par f des vecteurs de B’ (on donnera leurs composantes dans B’), en utilisant la
matrice de passage.

e Une matrice de M, (K) est diagonalisable si il existe P inversible et D diagonale telle que D =
P 'MP <<= M =PDP!

o Les termes diagonaux de D sont les valeurs propres de M.

e Les vap sont les racines de Py, , le polynome caractéristique de M défini par

Pyy(N\) = det (M — )\In))
e On note F), le sous-espace propre associé a \ par
Eyx={X € Mp1(K) | AX =X} =Ker (A—\I,)

o Les vecteurs de base des E), forment la matrice de passage P.

Vrai/faux
1. Si A est diagonalisable, alors A? est diagonalisable.
2. Si A? est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

3. La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.
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Diagonalisation des matrices

1. Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est diagonalisable ou pas. Si oui, donner la matrice de
passage de la base canonique & la base de vecteurs propres.

0 2 -1 100 00 4
A=|13-20])], B=[(010], C=1]10-8
-22 1 1-1 015

2. Expliquer sans calculs pourquoi la matrice suivante n’est pas diagonalisable :

w12
M=|0n3
00w
Soit A la matrice suivante :
30-1
A= 24 2
-10 3

Démontrer que A est diagonalisable et donner une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que
A= PDP~!. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.
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Elements de corrections '

(Correction Ex 30)

1. (a) Ce produit n’est pas défini.

1-1 22
M) (o2 (%): 20
21 74
1 123
(© 2] (123) =246
3 369

1
(d) (123) (2] =(14)
3

_ (o1 ~(00) o s s o (00 o (0-1

A2+ B? 4 2AB = (3?) et(A + B)? = (2 1)

(Correction Ex 31)

2x 42y —2z=10
1.(a) Sz +42=38
3z —4y+3z2=-15
T—=3y+3z=7
(b) S 2z +2z=11

—zr+2y=0
r+2y—2z="7
(c) { =3z +2z=11
3z4+2y =0
x 11 2 5
2. AX=B,otonnote X=[y|,A=|1-1-1|,B=|1
z 10 1 3

(Correction Ex 32)

Le premier systéme admet une unique solution (3,2, 0).

Concernant le deuxiéme systéme, on remarque que la troisiéme ligne est la somme des deux premiéres. Ce

2 2 22 1
systéme admet une infinité de solutions : {(1, 3 —g) + )\(_5’ 3 —g); A€ R}.

Le dernier systéme admet une unique solution (1, —1,0,2)
(Correction Ex 33)

1l suffit d’utiliser la définition d’une matrice inversible et le fait que A% = 215 — A...
(Correction Ex 34)

25 100 103 123 0a0 a 14+a a a
‘36‘:—3,, 320 |=-4,12 0 4/=-2,(456|=0,[00b|=c Ob‘:abcet b 1+b b |=1+a+b+c
10-2 3-11 789 c00 c c l1+c¢

(Correction Ex 35)

1(-1-1
L 4(—3 1)
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1 1
,_15
2. A7l = i0 1
tot
2 2
42,
3 31%0
33
-10 1

(Correction Ex 36)

il suffit de tester les solutions proposées dans le systéme initial pour voir que la réponse est incorrecte.
(Correction Ex 37)

1. Oui, c’est I'hyperplan d’équation z = 0
2. Oui c’est le noyau d’une forme linéaire.
3. Non il ne contient pas le vecteur nul.
4. Non il n’est pas stable par combinaison linéaire.
5. Oui
(Correction Ex 38)

1. c’est une base de R?
2. Ni libre ni génératrice
3. C’est une famille liée

4. Elle n’est pas libre mais elle est génératrice

(Correction Ex 39)

011
Il suffit de prouver que c’est une famille libre ou il suffit de voir que le déterminant {10 1| est non nul. Les
110

111
coordonnes du vecteur u dans cette base sont (5, 3 5)

(Correction Ex 40)
Il suffit d’écrire F' comme un vect. Il admet (((—1,1,0,0),(-1,0,1,0), (—1,0,0, 1)) comme base et donc dim(F') =

3
(Correction Ex 41)

1. Les vecteurs (2,1,0) et (—1,0,1) engendrent donc F. De plus, les deux vecteurs ne sont pas colinéaires,
dont la famille est libre. C’est une base de F' qui est de dimension 2.
Les vecteurs (1,2,0) et (—1,0, 1) engendrent donc G. De plus, les deux vecteurs ne sont pas colinéaires,
dont la famille est libre. C’est une base de G qui est de dimension 2.

2. Le vecteur (—1,0,1) engendre F' N G. Comme une famille constituée d’un vecteur non-nul est libre,
(—1,0,1) est une base de F NG qui est de dimension 1.

3. On note u = (2,1,0), v = (—1,0,1) et w = (1,2,0). On peut montrer alors que (u,v,w) est une base de
R3. En effet il s’agit d’une famille de trois vecteurs, il suffit de montrer qu’elle est libre.

(Correction Ex 42)

1. 1l s’agit d’une famille de trois vecteurs dans un espace de dimension trois, il suffit de montrer qu’elle est
libre.

2. Les coordonnées de u dans B, sont (3,1, 2).
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3. Si on note X la matrice des coordonnées de v dans B et X’ la matrice des coordonnées de v dans B’
(celle qu’on cherche & trouver), alors X' = P7'X, oil P est ma matrice de passage de B a B’. On trouve

3

X' =1-2

5

(Correction Ex 43)

1. Voir les exercices précédents

2. Si on note A = Matg(f) et A" = Matp (f), alors A’ = P"1AP.
Une fois A’ calculée, on en déduit que

1, 13, 11,

f(eh) = 56/1 + 52T 5%

1 7 1
fley) = *56/1 + 56/2 + §6§
et

flez) = 2e; — ey

(Correction Ex 44)

1. Vrai

2. Faux

3. Faux
(Correction Ex 45)

10 0
1. Le polynéme caractéristique de A est x4(\) = (A=1)(A=2)(A+4).Ona A= PD;P 'ouD; = (02 0
00—-4
14 2
et P=113 -3
1-2 2

Le polynome caractéristique de B est : xz(\) = (A — 1)*(A — 2) qui admet 1 comme racine double. On
ne peut pas donc conclure directement. Il faut déterminer d’abord les sous-espaces propres.

0
La recherche du sous-espace propre associé & 2 améne au vecteur propre | 0 | qui engendre donc ce
1
sous-espace.
L’étude du sous-espace propre associé a 1 conduit & I’équation :
r—y+2z=0
1 0
qui est ’équation d’un plan de R? engendré par les vecteurs | 1| et [ 1
0 1
100 100
On adonc B=PDP 'ouD=[010|etP= {110
002 011
Enfin, le polynéme caractéristique de la matrice C' est yo(\) = (A — 1)(2 — A\)%. Cherchons donc le
sous-espace propre associé a 2 en résolvant le systéme (C' — 2I3)X = 0. On trouve que le sous-espace

propre associé a 2 est la droite vectorielle engendrée par (2, —3,1) qui est de dimension 1. La matrice C
n’est pas diagonalisable.

2. Si M était diagonalisable elle serait semblable & quoi ?

(Correction Ex 46)

Le polynoéme caractéristique de A est xa(A\) = (A — 2)(\A — 4)%. On ne peut pas donc conclure directement. Il
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200
faut déterminer d’abord les sous-espaces propres. Tout calcul fait on trouve : A= PDP tou D= (040 et
004
101 20 0
P=[-21 0 |. 1 vient que pour tout n € N, on a A" = PD"P~tet D" = | 04" 0

10-1 0 04"



Chapitre VI :

Intégration

Objet mathématique essentiel utilisé dans tous les domaines scientifiques.
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Exercice 47

Déterminer une primitive des fonctions f suivantes sur un intervalle bien choisi :

1. : T ) 3
fi m’_>(x21+3x+2) 3. f?"x'—>(x—1)(x72)(x73)
73—

2. forx—>

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes : (penser au changement de variables)

T e3® Inz
= - hix)= =
fa) = o) = g M=
k(x) = cos(x)sin®(z) I(z) = ] m(z) = 3zv 1+ 22,
zlnz
Calculer les intégrales suivantes & ’aide d’intégrations par parties :
™ z 1
L. / zcosx d. 2. / (x4 1)sinz dx. 3. / (1+ 2+ 2%)e” dx
0 0 0
Calculer les primitives des fonctions suivantes :
1. z— ze”. 4. z+ (Inz)? (en utilisant celle de z +— Inx)
2. x»—>sm3(;v). 5. chosxeXfx
3. T .1'2 Inz 6. xr+— m (Chgt de Variable)

Exercice 51

T

On cherche & calculer une primitive de (2% — 2x)e® et on s’est aidé de Chat GPT comme en témoignent les

captures d’écran ci dessous :

calcule la primitive de (x*2-2x)e {3x}

Pour calculer la primitive de I'expression
j (z® — 22)e™ dx

on peut utiliser la méthode d'intégration par parties deux fois.

Etape 1: Premiére intégration par parties
Soit
e u=2—2r=u =2z 2
1

o dy = eMdpr = p = qe““'
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Apres quelques calculs, voici sa réponse finale :

Résultat final :

ol ' est la constante d'intégration,

1. Commentez le résultat final.
2. Que dire de la méthode proposée ?

3. Refaire le calcul.

Calculer les intégrales suivantes :

Bl
1./ zsinzdx  (IPP)

0
1 T
2. /0 \/ﬁ dx  (alaide d’un changement de variable simple)
1
3. / ——d (changement de variable z = tant)
o (I+ ac2

2
1
4. / 1+ ) arctanx dr  (changement de variable u = —)
x

1t
Soit f la fonction définie pour = > 0 par : f(z) = / ; j_ xdt'
0

1. Montrer que f est décroissante sur R’ .

2. Montrer que pour tout z > 0, 0 < f(z) < ¢ En déduire la valeur de la limite lir4r_1 f(x).
x T—+00
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Elements de corrections '

(Correction Ex 47)

1. Sur tout intervalle ne contenant pas —1 et —2, une primitive est —In|z + 1| 4 2in|z + 2|

1
2. Sur tout intervalle ne contenant pas 0,1 et —1, une primitive est —In|z| + §ln\x2 -1

27
3. Sur tout intervalle ne contenant pas 1, 2 et 3, une primitive est x+ ?ln(\x—3\) =8In(|lz—2|)+12In(|z—1|)

(Correction Ex 48)

1 !

1. On reconnait que f(x) = 3 X u((x)) avec u(z) = 1 + 2? > 0. Les primitives de f sont donc les fonctions

u(z
1
de la forme z — iln(l—&—xQ)—i—Cou CeR
. 1 d(x) 3 o .

2. On reconnait que g(z) = 3 X @) avec 1 + ¥ > 0. Les primitives de g sont donc les fonctions de la

u(z

1
formex»—>§ln(1+egz)+CoﬂCeR

3. On reconnait que h(x) = v'(x) x u(z) avec u(x) = Inz. Les primitives de h sont donc les fonctions de la

forme z — i(ln x)? 4+ C ot C € R. Remarquons que de telles fonctions ne sont définies que sur ]0; +-00]

1
4. On reconnait que k(z) = gu’(ac)(u(:v))2 avec u(z) = sinz. Les primitives de k sont donc les fonctions de

1 ]
la forme z +— g(sina:)d +CounCeR

1 ’
5. En écrivant que [(z) = % , On reconnait que I(z) = u((x)) avec u(x) = Inz. Les primitives de ! sur
nr u\xr

Vintervalle ]1; +oo[ sont donc les fonctions de la forme = — In(lnz) + C ou C € R

3
6. On reconnait que m(z) = Eu’(x)\/u(m) avec u(x) = 1+ 2. Les primitives de m sont donc les fonctions

de la forme z — (14 22)>?2 +Con C e R

(Correction Ex 49)

1. / zcoszdr = [xsin(x) + cos(x)]; = —2.
0

2. /j(z 4+ 1)sinz dz = [sin(z) —  cos(z) — cos(z)]/? = 2.

! 2\ T _ — xQezl_ e —
3./0(1+x+x)e de = [(2—z+2°)e"], =2(e—1)

(Correction Ex 50)

1. /:ce“'dx = (x — 1)e” + cste (IPP) 4. /(1nx)2 dz = x(In*(z) —2In(z) +2) + cste

IPP + question 2
Y (s = @), L
. [ sin’(z)de =z — - os(z) + 3 +C ou 5. /Coszexp:z:dx = ie‘r(szn(x) + cos(z) (IPP)

C € R. (linéarisation)

1
. 6. /7d1’ = 2In(1++/z) (chgt de va-
3 [ Pmrde = | ste (IPP Va(l+va)
. [ x°Inz xfgn(x)f§+cse( ) riable)
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(Correction Ex 51]

1. C’est faux...

2. il y a de I'idée.

922 — 242+ 8 5,
—e¢

3. une primitive est
p 27

(Correction Ex 52)

™

2 usy
1. / xsinz dr = [sin(z) — zcos(z)]§ =1
0

2. A P’aide du changement de variable u = e” On a anors du = e*dx. Concernant les bornes, = varie entre

—— —du=2Ve+1-2V2

0 et 1 donc u varie entre 1 et e. On obtient

/ ver + / vu+1
sdz. La fonction arctan réalise une bijection de R sur

1
1

| — %; [g La variable = varie entre 0 et 1 donc ¢ varie entre O et % On a alors : / (7 dr =

0

1+ 22)?

| i i1 (2t 2
/ —dt = / cos? (t)dt = /  cos( )dt _ztr (changement de variable x = tant)
0 1 + tan“t 0 0 2 8

3. On a x = tant < t = arctan(x) donc dt =

+x

2
1 1
4. on note [ = / (1 + 2) arctan x dx et on effectue le changement de variable u = —
1 x x

2

—tol

On a dr = ——zdu et donc :
U

1

) 2 2
1 2 1 1 1 1
/ (1 + 2) arctan z dx = / 1+ u2) arctan(—) (—— )du = / +2U arctan(—)du
1 x 3 N
2

W=

9 u u? Loou

2 1. m T [? 1 1 3m
= 1+ —=)(= — == —I.Dou2l =~ —-——+ [ =—
/% ( uz)(2 arctan(u))du /1 1+ uz)du ou B [ " u] et donc

[N

(Correction Ex 53)

1. Considérer 7 et x5 tels que x; < 9, puis utiliser les propriétés de l'intégrale
t
e e
2. Montrer que —— < — si ¢ € [0,1]. La limite est donc nulle.
1+2 =z



Chapitre VII :

Equations différentielles

En effectuant un changement de variable, résoudre les équations différentielles suivantes :
1. ¢ — 3y — e*®y = €3” en posant t = e ;
2. " + 4/ tan(x) — ycos®(x) = 0 en posant t = sinz;
3. 2%y" +y=0en posant t = Inz;
4. (1-2?)y" —ay +y=0sur]—1,1].

Résoudre les systémes différentiels suivants :

¥=x+2y—z x
1.{ ¢y =2x+4y—2z 2y =—ax+2y+z
Y=—z—2y+2 z

Donner les solutions réelles du systéme différentiel X’ = AX avec les matrices A suivantes :

110 01-1
A=|-121], A=[14-2
101 26 -3
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Elements de corrections '

(Correction Ex 54)

1. Posons t = €, puis z(t) = y(x) (soit z(e*) = y(x)). On en déduit tout calcul fait que 2" — 2z = t. Les
solutions de I’équation homogéne sont ¢t — kje’ 4+ koe™! et une solution particuliére est t — —t. Les
solutions de ’équation de départ sont donc x — —e” + kie® + koe™¢"

Soit z défini par z(t) = y(x), ie y(z) = z(sin(x)). L’équation devient (1 —#%)z" —(1—t*)z = 0 que I’on
peut simplifier en 2" — z = 0 car on travaille dans ] — 1;1[. On obtient 2(¢) = kie’ + kae™". Les solutions
de Péquation de départ sont donc z — kq ™) 4+ koe™ () Les solutions générales de ’équation vérifiée

¢ 3 3
par z sont t — e? | k; cos(Tt) + ko sin({t)). En revenant a la variable z, les solutions générales de

I’équation de départ sont
T <k1 cos(? In(z)) + k2 sin(? ln(m))) N

T

2. Ici on fait le changement de variable x = sin(t) avec t €] — 5 5[ et on pose z(t) = y(sin(t)). On obtient
que z est solution de I’équation 2z’ + z = 0. Les solutions générales sont ¢ — kq cos(t) + ko sin(t). En
revenant a y et & x on trouve :

y(x) = ki cos(arcsin(x)) + ko sin(arcsin(z)) = k11 — 22 + ko

(Correction Ex 55)

1. Introduisons la matrice :

1 2 -1
A= 2 4 =2
-1-21

t)

a(
de sorte que le systéme s’écrit X' = AX avec X(t) = | y(t) |. Le polynome caractéristique de A est
2(t)
Pa(A\) = A*(\ — 6). Comme 0 est racine double de A on commence par déterminer Ey qui n’est d’autre
Ty
que Ker(A). Or, on voit bien que | 22 | € R? est dans ker(A) si et seulement si x1 + 2z — 23 = 0. C’est
3
I’équation d’un plan. La matrice A est diagonalisable sur R. Une base de E; est donnée par les vecteurs
1 2 1
X1=[0] et Xo= | —1]. Une base de ker(A — 613) est donnée par le vecteur X3 = | 2
1 0 -1

Les solutions du systéme différentiel sont donc données par les triplets s’écrivant :
X(t) = )\Xl + /J,XQ + ’}/66tX3.

ou A\, uetyeR.

2. De méme, introduisons la matrice :

011
A=|-121],
101
z(t)
de sorte que le systéme s’écrit X' = AX avec X(t) = | y(t) |. Le polynome caractéristique de A est

z(t)

Ps(A) = A(A = 1)(A — 2). La matrice A est donc diagonalisable. Ses valeurs propres sont 0, 1 et 2 de
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1 0 1
vecteurs propres respectifs associés X; = 1 |, Xo=|-1]etX3=1]1
-1 1 1

Les solutions du systéme différentiel sont donc données par les triplets s’écrivant :
X(t) = AX1 + pe' Xo + ve?* X,

ou A\, petyeR.

(Correction Ex 56)

1. Les valeurs propres (complexes) de A sont 2, 1 4+ et 1 — 4. Un vecteur propre associé a 2 est donné par

1 i
X1 =1 1]. Un vecteur propre associé a 1 + 7, est le vecteur Xo = | —1 | et donc un vecteur propre
1 1
—1
associé & la valeur propre 1 —i est X5 = Xo = [ —1
1

Les solutions sur R du systéme différentiel sont donc données par les triplets s’écrivant :
X(t) = aX; + aRe(eM T Xy 4+ bIm (e TIEX,

Z1<t)
ol a,a et b sont des réels. Si on note X (t) = | z2(t) | On obtient :
3(t)

z1(t) = ae® + ael cost + be' sint
zo(t) = ae® — ael sint + be cost
x3(t) = ae® + ae’sint — be cost

1
2. Les valeurs propres de la matrice sont 1, i et —i. Un vecteur propre associé & 1 est X; = | —3
—4
i
Un vecteur propre associé a ¢ est Xo = | 1 |. Bien entendu, la matrice étant réelle, un vecteur propre

2
associé & —i est Xo. Pour obtenir des solutions réelles, on peut considérer (toujours parce que la matrice
A est réelle) Re(Xze™) et Im(Xae™).
Un solution générale du systéme sur R est donc :

el — pusint 4+ vcost
—3Xe! + pcost + vsint
—4Xe! +2pcost + 2usint



